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Introduction et formulation du probleme

On étudie I'écoulement de deux fluides miscibles et compressibles en milieu
poreux, en absence de diffusion moléculaire et de dispersion. On suppose que la
viscosité du mélange, la perméabilité et la porosité sont constantes, égales a 1.
Soit u la concentration du mélange, g le débit et p la pression. Le modele est
alors décrit, voir Peaceman [4], par les équations suivantes :

a(u)atp—l—divq:O, q= _VP7 q-v |rT: 07 p(x70) :PO(X)a (1)

Oru+q-Vu+b(u)dp =0, u(x,0)= uo(x), (@)

pour x € Q, t € (0, T), Q étant un ouvert borné de R*, simplement connexe,
de frontiere ' = 9Q réguliere et T > 0 fixé. On note Q7 = Q x (0, T),

't =T x(0,T) et v la normale unitaire extérieure a Q.

Les fonctions a et b sont données par :

au)=u(zi—2)+2z, blu)=(z1—2z)u(l—u), pour0<u<1,

ol les constantes z; et z» désignent les facteurs de compressiblité de chacun
des deux fluides. Le systeme est couplé non linéaire. Pour des raisons
techniques, on étend la fonction a par z; pour u > 1 et z si u < 0; La fonction
b est pronlongée par 0 en dehors de (0, 1).



On suppose dans toute la suite que les données initiales vérifient py € H*(Q) et
up € L>(Q2) avec 0 < g < 1 p.p. dans €. L'analyse du cas 1-D est faite dans

Amirat et Moussaoui [1].

Définition. On dira que le triplet (p, q, u) est une solution faible du probléme
(1), (2) si:
(i) p € L>(0, T; H'(Q)) N H*(0, T; L3(Q)) et g € (L*(0, T; HY(Q)))? avec p
satisfaisant (1);
(i) ue L=(Q27), 0 <u(x,t) <1 pour presque tout (x,t) € Qr, satisfaisant

/{; (udep + u div(q ) — b(u) Oep ) dxdt = — /Q uo(x) ¢(x,0)dx (3)

pour toute fonction @ dans C3(Q7) & support dans inclus dans Q x [0, T|.

Nous étudions I'existence d'une solution faible (p, g, u) au sens de la définition
précédente. La méthode repose sur une approximation de I'équation (2) par une
équation avec faible diffusion. Des estimations et un argument de compacité
par compensation, voir Murat [4] et Tartar [6], permettent de conclure.



Existence de solution et estimations
Soit £ > 0 donné, on considere le probleme avec diffusion :
a(u®)8:p" +divg" =0, ¢°=-Vp°, (x,t)eQr,

qE v ‘rT: 0, pE(X70) = pO(X)’ (4)

Ow” +q° - Vu© + b(u") 0ep” —e Au” =0, (x,t) € Qr,

ou®

B [r;=0, u°(x,0)= uo(x). (5)

Théoreme. Le probléme (4), (5) admet une solution (p°, g%, u®) satisfaisant :

(i) p® € L>=(0, T; HY(Q)) N H*(0, T; L2()) et ¢° € (L*(0, T; H(Q)))?
définies par (4),
(i) u® € L=(Q27), 0 < u(x,t) <1 p.p. (x,t) € Qr, satisfaisant (5).

La démonstration repose sur le théoréeme du point fixe de Schauder. Soit K le
convexe fermé de L*(Q7) défini par :

K={v, ve ’(Qr);0< v(x,t) <1 p.p. dans Q7}.



Pour n > 0, on définit une application T,, comme suit :

a toute fonction u de K, on associe le couple (p°, g°) défini par (4).

On régularise g° et 0:p° respectivement par §;, et 0:5;, :

apres prolongement 3 R*, on définit Gy = py * q°, Py, = py * p° avec
1 t y

pn(x,t) = —p (i, 7) oti p € D(R*), p > 0 a support dans la boule unité et
n nn

fR4 p(x,t) dxdt =1.

On note de la méme fagon les restrictions a Q7 de ces fonctions. On a :

G; € (C°(Qr)), 0:; € CO(Qr),

G —q°, 0:p; — O:p° fortement dans (L*(Qr))%,

(resp. L*(Q7)) quand i — 0.
On définit alors w,, comme la solution de I'équation

Oew,, + Gy, - Vw,, + b(w;)) 8:p,, — € Aw,, =0,

satisfaisant les conditions aux limites et initiale (5).



On établit la proposition suivante.

Proposition. On a :

(i) Les suites (p;;) et (qy) sont unifomément bornées, par rapport a1 et €,
respectivement dans L>(0, T; H*(Q)) N H(0, T; L*(Q)) et
(L0, T: HY(Q)))*;
(i) wy, € L(Q7), 0 < wy(x,t) <1 p.p. (x,t) € Qr;
(iii) /2 Vw; borné dans (L*(Q27))? et 9:w; borné dans L*(0, T; H™1(R)).

On montre que I'application T,,: KC +— K ainsi définie est continue a image
précompacte. On note u;, le point fixe et (pj, q5) la solution de (4) associée a
uy. On construit alors une solution faible (p, g%, u®) comme la limite quand
1 — 0 d'une suite de points fixes (p5, g5, Us).

Remarque. L'opérateur de régularisation permet d’établir la relation naturelle
pour une concentration 0 < w;, < 1, indépendamment de la norme L (1) de
q° et O:p°. L'existence de la solution w;, de (5) se déduit de DiPerna et Lions

3.



Les propriétés de convergence forte de (q;), (9:pj) et la convergence presque
partout d'une suite extraite (w,;) permettent de passer a la limite quand n — 0.

Passage a la limite quand ¢ tend vers 0

Théoréme. Sous les hypothéses précédentes, le probléme (1), (2) posséde une
solution faible au sens de la définition ci-dessus.

Un calcul simple montre que le systeme (4), (5) est équivalent au systéme ou
on remplace I'équation (5) par I'équation conservative suivante :

Oe(u® — ap®) +div(g°(v® — B)) —eAu® =0, (6)

ol =2z12/(z1 — ) et f=2z1/(z1 — 2).

Remarque. La formulation (6) a été introduite dans [2] et utilisée pour
I'"homogénéisation du systeme 1-D quand la perméabilité et la porosité du
milieu sont des fonctions fortement oscillantes.

La fonction ¢° est solution du probléme :
1

o 9 (i

divq6>=0, 9 vi=0, q°(x,00=~-Vpo. (7)



Comme rot ¢° = 0, on déduit que les suites (¢°) et (9:q°) sont bornées
respectivement dans L(0, T; H'(Q)) et L*(0, T; H '(R)); donc (g°) est
sequentiellement compacte dans L?(Q27).

Soient p et q les limites (fortes) respectives de (p°) et (¢°). Le passage a la
limite dans (6) est alors immédiat. Le manque de compacité de (u®) ne permet
pas le passage passage a la limite dans I'équation (4) directement. On applique
le Lemme Div-Rot de Murat et Tartar [4,6] comme suit :

Soient (A) et (B?) les suites de vecteurs de R* données par
A* = (uv°,¢°u° —eVus), B = ( divg®,q )
( ) (07

On a divex A° = a9:p® + B div g° borné dans L?(Q7) et en utilisant I'équation
(7) on déduit rot ;B = 0.

Alors

(A%, BF) = divg®(¢°)> u°—e q°-Vu® — (A, B) au sens des distributions,

a(ue)

. . 1 . e
avec (A, B) = ur + g u ol r est la limite faible de (% divg )



En utilisant la décomposition

€

divg® = ! divg® — a

u 1
a(u®) 72— 2 a(ue)

on obtient

uis divg® — divg — o r dans L*(Q7) faible.
a(u ) Z1 — 22

Ce qui donne par identification divg — ar = ur et donc

Z1 — 22
1 . L .
= —— divg. On montre alors que les limites p et g des suites (p°) et (¢%)
a(u
satisfont (1). Par passage a la limite dans (6), on déduit que u vérifie

Or(u— ap)+div(g(u—p5)) =0,

ce qui redonne (2) en utilisant (1). D’ol le théoréme précédent.
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