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e Les fluides magnétiques (appelés aussi ferrofluides) sont des solutions
colloidales constituées de nanoparticules ferromagnétiques en suspension dans
un liquide porteur. Ce sont des fluides artificiels qui ont fait leur apparition vers
1965 (Papell, Rosensweig).

e La possibilité de manipuler le comportement des ferrofluides par des champs
magnétiques externes a conduit a de nombreuses applications technologiques;
des applications médicales sont envisagées.

e La modélisation des ferrofluides a débuté dans les années 80 (Rosensweig,
Neuringer, Shliomis). De nombreuses études ont montré que le comportement
magnétique des particules se transmet a |'ensemble du liquide ; celui-ci acquiert
ainsi un comportement magnétique global et peut se déplacer et se déformer
sous I'action d'un champ magnétique tout en restant monophasique.



D domaine fluide (ouvert borné régulier de R®) et (0, T) intervalle de temps

Les équations des fluides magnétiques dans Dr = (0, T) x D :

p(0:U+ (U -V)U) — (n+ AU + Vp = pio(M - V)H + 2¢curl Q, (1)
divU =0, 2

pr(8: Q2+ (U-V)Q) — ' AQ — (7' + X )V (divQ)
= poM A H +2¢(curl U — 2Q), (3)

M+ (U- VM =0 AM =~ (M~ xoH), (4)

curlH=0, div(H4+ M) =F. (5)



Les inconnues : U (vitesse du fluide), Q (vitesse angulaire), p (pression), M
(magnétisation), H (champ magnétique)

Les données : p, k, 1, ¢, ', X', T, xo and pp sont des constantes physiques
positives

La fonction F est donnée dans Dr, elle représente I'effet du champ magnétique
extérieur

Le systeme (1)—(5) est muni des conditions initiales et aux limites suivantes (n
normale unité extérieure)
U=0, =0, (H+M)-n=0 on (0, T) x dD, (6)
U‘t,o = Uo, Q|t,o = Qo, Mlt,o = Mo in D. (7)

On notera P le probleme (1)—(7).

Notons que (1) peut etre ecrite sous la forme :
p(0:U+ (U-V)U) —nAU + Vp = po(M - V)H — (curl (curl U — 2Q)
sachant que —AU = curl?U. Le terme uo(M - V)H représente une force (force
magnétique de Kelvin); c’est un terme singulier.
Notons aussi que dans (6) la condition aux limites porte sur I'induction
magnétique B = H + M.
o



Notations et hypotheses
Introduisons les espaces classiques de fonctions a divergence nulle :

c53(D) = {v € C5°(D, R : divv =0 dans D} :

U = fermeture de C5%(D) dans H'(D),
Uy = fermeture de Co%(D) dans L*(D).

Rappelons que
U= {VGH})(D): divv =0 dans D},
Uo = {ve]Lz(D): divv=0dans D,v-n=0 suraD},
U CUy CU = espace dual de U ol Uy est identifié avec son dual.
On suppose que
Up e H*(D)N U, Qo € H*(D) NHy(D),
et

Mo € WHI(D), F e Wh>(0, T; LY(D)), q > 3, / Fdx =0 dans (0, T).
D



Définition. Soit g > 3 et r = min{q,6}. On dit que (U, Q, M, H) est une

solution forte dans Dt du probleme (P) si :

(i)
U e L=(0, T;H (D) NnuU) n Wh>(0, T;L*(D)) N L*(0, T; W>'(D)),
Q € L=(0, T; H*(D) N Hg(D)) N Wh>(0, T;L*(D)) N L*(0, T; H*(D)),
M, H € L(0, T; W“9(D)) n Wh>(0, T; LY(D));

(i) la fonction H est telle que H = Vi avec ¢ € L°°(0, T; W*9(D)) et vérifie

—Ap =divM — F dans Dr,

g—f =—M-nsur(0,T)x 9D, /apdx:O dans (0, T);
D

(iii) on a, pour tout v € U,

d
pE/DU-vdX+p/D(U~V)U~vdx+(77+<)/DVU~Vvdx
ZMO/D(M~V)H~vdx—|—2{/D(curIQ)~vdx in D'(J0, T|),

Ult=0 = Up;
(iv) les équations de la vitesse angulaire €2 et de la magnétisation M sont

vérifiées p.p. dans Dt et les conditions initiales sur 2 et M sont vérifiées au
sens des traces.



Théoréme. Sous les hypothéses précédentes, Il existe un temps T* > 0 tel que
le probléme (P) admet une unique solution forte (U, Q, M, H) dans Dr+, au
sense de la définition précédente. De plus, il existe p € L*(0, T*; W>"(D)),

r =min{q,6}, tel que tel que I'équation de la quantité de mouvement est
vérifiée p.p. dans Dr~.

La démonstration de ce théoreme comporte deux étapes.

Soit (Ug, Q4), avec Uy dans L°°(0, T; H*(D)NU) N L2(0, T; W>(D)), Q4 dans
L°°(0, T; H*(D) N H3(D)) N L3(0, T; W>"(D)) et 8;Uy dans L?(0, T;L*(D)).

On associe a (Ug, Q) le couple (M, H) défini comme la solution du systeme
linéaire
1 X0, -
8tM+(Uu~V)M—Q¢/\M+;M: 7H n DT7
curlH=0, div(H+ M) = F in Dr,
muni des conditions aux limites et initiales
(H+M)-n=0 on (0, T) x 9D,
M|t:0 = Mo in D.



On définit ensuite le couple (U, Q) comme la solution du systéme linéaire

p(0:U+ (Ug - V)U) — (n+ ()AU + Vp = po(M - V)H + 2¢curl Q,
divU =0,

pr(0: Q2+ (U - V)Q) — ' AQ — (0’ + X))V (divQ)

= poM A H + 2¢(curl U — 2Q),

muni des conditions aux limites et initiales

U=0, Q2=0 on(0,T)xdD,
U|t:0 = Uo, Q|t:0 = Qo in D.

On pose (U%, Q%) = (0,0), puis (U", Q") étant connu, on définit
(Ut QM M H™) comme I'unique solution forte du probleme linéaire
précédant ot on remplace (Ug, Q) par (U",Q").



Etude du probleme en (M, H)

On découple le systeme par une méthode itérative. Pour sa mise en oeuvre on
établit les propriétés suivantes.

Lemme. Supposons que M est une fonction donnée. Alors :

(i) Si M € L>(0, T; L9(D)) alors il existe une unique fonction
© € L=(0, T; WH9(D)) tel que [, ¢dx =0 et H= Vi vérifie

/ H-Vvdx = —/ M-Vvdx—/ Fvdx, Vv € C*(D).
D D D
De plus on a I'estimation

[Hlleo 0, 7a(py) < € ([[Mlioe (0, 7i1a(0)) + | Fllo (0, 7:19(D))) -

(i) Si M € L>=(0, T; W-9(D)) alors H € L>(0, T; W"9(D)) et on a
I'estimation

IV H|l 1o 0, 7:@a(oy?) < € (IVM|l 1000, 7.wa(pyy) + |IFllLoe 0, 7:L9(D))) -



On considére, pour tout t € (0, T), le probleme

Ay = F dans D,

%:O sur 9D, /de:O.
on b

Ce probléme admet une solution unique 1 € W?9(D) vérifiant |'estimation

||1/’HW2=‘1(D) < C”FHL"(D)7

voir, par exemple Grisvard. Notant W = V¢ et N = M — W, on est amené a
chercher une fonction ¢ vérifiant

/thvVvdx:f/ N -Vvdx, Yv € C*(D).
D D

Comme curl (H + M) = curl M, div(H+ M) = F in D et

(H+ M)-n=0 sur 9D, en utilisant un résultat de von Wahl on a p.p. dans

(0, 7),

IV (H+M)|| ooy < C (lleurl M||Lapy + [|Fllzapy) < C (IVMllwacoy + IFllia(oy)

On a ainsi résolu I'équation de la magnétostatique, pour M donné.



On étudie ensuite I'équation de la magnétisation.
Lemme. Supposons que H est une fonction donnée. Alors :

(i) Si H € L*(0, T; LY(D)) alors il existe une unique fonction
M € L>(0, T; L9(D)) vérifiant

-
/ /(M'Wt-i-(Uﬁ'V)W'M-‘r(Qﬁ/\M—%M)'W> dxdt
0 D

h
= —ﬁ/ ‘/H~dedt—/Mo(x)~w(0,x)dx7
T Jo Jb D

pour tout w € C*(D7,R®) a support compact dans [0, T[xD.
(i) Si H € L°°(0, T; W9(D)) alors M € L>=(0, T; W"9(D)) et vérifie

OM 4+ (Us - V)M — Q AM + M =X2H in Dy,
T T
M(0) = Mo in D.



L'équation de la magnétisation est un systeme de transport linéaire, sans
condition aux limites car la vitesse U; est nulle sur le bord du domaine D.

De plus, les coefficients de I'équation de M sont réguliers. Puisque r > 3, grace
3 I'injection de Sobolev W'"(D) < C»*(D) (=1 — 2) ol = signifie
injection continue, les fonctions VUy et V; sont dans L? (0, T; c%(D, Rg)).
Notons aussi que H*(D) < H'(D) avec injection compacte, en utilisant un
résultat classique de compacité on obtient que Uy appartient a

c([o, TI;E'(D)).

Le lemme précédent s'obtient alors simplement en utilisant la méthode des
caractéristiques.

En combinant les résultats des deux lemmes précédents on peut établir le
résultat suivant.

Lemme. Le probléme en (M, H) admet une unique solution globale (M, H) ou
M and H appartiennent 3 L°°(0, T; W-9(D)) n Wh>(0, T; LI(D)).

En effet, il suffit d'utiliser une méthode itérative. On pose M° = 0, puis M*
étant connu, on définit M**! comme la solution du probléme

1 .
M (Uy - V)M M= 9 AME 4 2 (£(M) + V) in D,
M**1(0) = My in D,



avec L(M) = Vg, ol ¢ est I'unique solution du probléme aux limites, pour
tout t € (0, T),

Ap = —divM in D,

9 _ _M.n ondD, /gde:O,
D

et 1 est la solution du probléme

on

Ay = F dans D,
0

— =0 sur 9D, /wdsz.
on D

En utilisant des résultats de régularité on montre que

IL(M)|zo=0,7iLa(py) < ClIM|[10 (0, T:1.9(D))s

IVLM)| oo 0, 7apyyzy < CIIV M| oo 0, 7(La(D))3)-
ainsi que

IVl oo 0, rowraqpy) < CIIF llios (0, 7:La(D))-



On a aussi un résultat important concernant les estimations de (M, H) en
fonction de (Ug, Q).

Lemme. On a:

(i)
Mo 0,7:1a(0y) + CIIHIl o0 0,7, L9y < b1
ol
b = (|IMoll ) + CT) (1 +exp(CT))
(if)
||VMHqL°°(O,T;(Lq(D))3) + C||VHHqL°°(0,T;(M(D))3) < b2,
”Mt”Loo(o,T;]Lq(D)) < bs, HHt”Loo(o,T;]Lq(D)) < by,
avec
by = (HVMOH(M - CT) x
T
0
bs = C (1 + b;/q||Uﬁ||Loo(07T;]Loo(D)) + ||Qﬁ||Loo(0,T;]Loo(D))) , by = C(l + b3);



(Suite du lemme).

(iii)

[(M )M o 7oy < o1 B2),  [IMAHI o 7.0y < C(1+ b2);
(iv)

I[(M-V)H]ell 20, 7,110y < b5, [IIMAH]ell oo (0,7, La(py) < C(1+b2)(b5+b7),

avec

bs = CV'T (1 + by)"9 by.

Remarque.
— Seule I'estimation (i) est uniforme (indépendante de de (Uy, ;).

— Les estimations du lemme précédant ainsi que celles qui suivent sont trés
techniques.



Etude du probleme en (U, Q)
On établit les propriétés suivantes.

Lemme. Le probléme en (U, 2) admet une unique solution solution faible
globale possédant les propriétés suivantes :

()
Ue HY(0, T;U) n W->=(0, T;L*(D)) N L*(0, T; W>'(D)),
Q e H'(0, T; Hy(D)) N Wh>(0, T;L*(D)) N L*(0, T; H*(D));

2 2
|54l +5 9 <
2 " llree(o,T;12(D)) 2 Lo2(0,T; L2(D))
IV UllZ20,7. 2oyyp) + IV Q20,7 2(opyy < Col,

avec

112 w4+ 2% Qo'+ ¢ 2 M A H|? ;
di= |5 U +|% Q| + [l(M - V) HIl 20, 7:120)) + IM A Hll 120, 7:12(0)) )



(Suite du lemme)

(iii)
HVUHi‘X’(O,T;(Lz(D)P) + ”vg”iw(O,T;(LZ(D)P)
+HUin2(O,T;]L2(D) + |\Qt||%2(o,T;L2(D) < Cdb,

2 2
Ul 20, 7:m2(py) + 11921200, 7, 12(py) < Ce2,

avec
o = (IVWIP+ IS0l + (1M V)HIlEz, 2oy + 1M A HllEz, reaoy ) %
X (1 + exp (C”UﬁHfZ(O,T;Lx(D)))) ;
(iv)
||Uf||i°°(0,T;]L2(D)) + HQf“iOO(O,T;]LQ(D))
+||VUf||i2(O,T;(]L2(D))3) + HVQin?(O,T;(H}(D)F’) < C(ds + d3)
avec

ds = (|[Uollz2(p) + 1Q0lli2(0)) (1 + | Uz (0)[5z20)) + I(Mo - V) Hol* + | Mo A Hol?



(Suite du lemme)

et
da2 = H[(M : V)H]in?(O,T;H—l(D))+H[M/\H]inQ(O,T;H—l(D))+d2||U?iin2(O,T;]L2(D))'
Ici Ho = Vo and (g est I'unique solution faible dans H'(D) de

—Apo = div My — Fg dans D,

Opo

W:—Mo~n sur 0D, /Dg00dX:0,

avec o = F(0).
v)
||U||f2(o,T;W2w(D)) < Cds, ”QHiQ(O,T;]HF(D)) < Cds,
ou ds and ds sont définis par
dh =i+ 5 + b (1+ | UslPiory ) + T [B2(1+ BP9,

ds = 0'31 + d§ + d> (1 + ”UﬁH]iOQ(DT) + ||Uﬁ‘|i2(0,T;W2=’(D)) + T[b(1+ b2)]2/q~



On construit une suite de solutions approchées du probleme
(P) comme suit.
On pose (U%,Q°%) = (0,0), puis (U", Q") étant connu, on définit
(U Q™M M H™ 1) comme I'unique solution forte du probleéme linéaire
précédent ol on remplace (Ug, ;) par (U",Q").

On considére la fonction ®y définie dans (0, T) par

on(t) = max ((sup (14 19U+ [V + M)

0<n<N \o<s<t

ou N est un entier suffisamment grand. On note par C les diverses constantes
ne dépendant que des données physiques.

L'inégalité précédénte permet de montrer qu'il existe une constante positive K,
ne dépendant que de r, tel que ®y vérifies

n(t) < Cexp (Cexp (C/Otibx(s) ds)) .

On en déduit qu'il existe T* > 0 tel que ®n(t) < C, pour tout t € (0, T*).



On montre ensuite que
T 1 2 1 2
+ +
[ (10 o) + 195 o)) o
0

-
[ (10 e + 197 o) 05
0

+ sup (V") oy + 197 () sy + M7 () namy) < €
0<t<T*
pour tout n > 0.

Grace a cette estimation uniforme on montre que la suite (U", Q", M" H")
converge vers une limite (U, Q, M, H) qui est une solution forte du
probleme (P).

Remarque. L'unicité des solutions fortes a été établie P. Kaloni et
S. Venkatasubramanian.



Modele avec diffusion des spins

Une des principales obstructions a la construction de solutions régulieres du
probléme est due au fait que I'équation de la magnétisation est un systéme
hyperbolique (dit de Bloch). Dans le modele avec prise en compte de la
diffusion des spins I'équation de la magnétisation est remplacée par

8tM+(U~V)M:Q/\Mf%(M—on)JraAM

(de type Bloch-Torrey, o > 0 coefficient de diffusion des spins) et les conditions
aux limites du systeme sont remplacées par

U=0, Q=0, crlMxn=0, M-n=0 on (0, T) x dD.

Dans ce cas on montre |'existence globale de solutions faibles d'énergie finie
(travail en collaboration avec K. Hamdache et F. Murat).

Modeles avec température
D’autres modeles font intervenir une équation semi linéaire de la température
(ferrofluide chauffé, ...). On a généralement M = M(6, H) et

oM

pco (910 +U - V0) + 100 S - (U V)H = k20 = 1 (vu + VUT) . VU

Le second membre représente la dissipation de I'énergie visqueuse et le terme
poe% - (U - V)H représente la puissance thermale due a I'effet
magnétocalorique.



