Fluides miscibles en milieu poreux
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On désigne par Q un domaine borné régulier de R? (d = 2,3) et

Qr =Q x (0, T)

Les équations décrivant I'écoulement de deux fluides miscibles et
incompressibles sont (Aziz et Settari; Bear; Chavent et Jaffré; Douglas;

Scheidegger)
divu=gqg"—¢q  dans Qr, (1)
u= _kb9 Vp dans Qr, (2)

n(€)
O(x)drc+u-Ve+cq' —div(d(x,u) Ve) = éq"  dans Q7. (3)

(1) : conservation de la masse totale
(2) : loi de Darcy
(3) : conservation de la masse de I'un des constituants

u vitesse de Darcy; p pression; k(x) perméabilité absolue; ®(x) porosité; c
concentration (0 < ¢(x, t) < 1); u(c) viscosité.
On a

u(e) = u(0) (1+ (M —1)c) ", ce ),

M = 11(0)/u(1) (rapport de mobilité).



d(x, u) tenseur de dispersion hydrodynamique
d(x,u) = &(x) (dm | + d°(u)),
d°(u) = |u| (d) E(u) + d: (I — E(u))),

I = matrice identité, E = (u; u;/|ul?), dm coefficient de diffusion moléculaire,
d°(u) tenseur de dispersion mécanique, dj, d: (d; > d;) coefficients de
dispersion longitudinale et transverse.

Les fonctions ®(x) et k(x) vérifient

0< b, <O(x)<dY, 0< ke <k(x)<k:', xeQ

d(x,u) €€ > . (dm + d |u]) €],
|d(x,u)§| < 7" (dm + i |u]) €], EE€R’, x€Q.
Pour des vitesses relativement élevées, les effets de la dispersion mécanique

sont plus importants que ceux de la diffusion moléculaire. En pratique la
diffusion moléculaire est négligée.



Le systeme est donc formé d'une équation elliptique (équation de la pression)
couplée avec une équation de diffusion-convection (équation de la
concentration) qui pour dmn = 0 est dégénérée.

Le systeme posé dans Q1 est muni des conditions initiales et aux limites
u-v=0, d(x,u)Vc-v=0surlr,
c(x,0) = a(x), x€Q,

oulr =T x(0,T), T bord de Q, v normale unité extérieure.

L’objet de ce travail est I'analyse des équations lorsque d,, = 0.

Hypothéses

o Q est un domaine simplement connexe de frontiere I' de classe C11.

e e L) 0<a(x) <1, xeQ.

e cecL™(Qr), 0<eé(x, t) <1, (x t) € QT.

°q',q €L¥(0, T;L%(Q)) et [o(q” ) dx = 0.

e La fonction p est telle que i et 1/ sont strictement convexes, et
pe C([0,1]), 0<pu- <p(c)<pt Vee(0,1).



e On suppose pour simplifier que ®(x) =1, k(x) = 1.
On a (Chen et Ewing; Fabrie et Langlais; Feng)
Théoreme. Pour dm > 0, il existe un couple (p, c) de fonctions avec p dans
L°°(0, T; HY(Q)) et ¢ dans L°°(0, T; L3(Q)) N L*(0, T; H*()), vérifiant
[ pixtyd=0. 0<cx <1,
Q

solution du systéme précédent.

Dans la suite on pose dn = ¢, 0 < e < 1, on suppose d; > dr > 0 et on
considere le systeme elliptique-parabolique (P:) suivant
dive® =qt — g7,
. 1

=V
p(ce)

u®-v|r=0, /psdx:o,

Q
e +u° -V 4 g7 —div(d(u®) V) = éqt,
du) Ve v |r,=0, ¢ im0= .



On étudie le comportement asymptotique, quand ¢ tend vers 0, des solutions
(p%, ¢®) du probleme (P:). Le probléme limite (noté (Po)) s’écrit :

L Vp, /pdx=07
p(c) Q
uev =0,

drc+u-Ve+cq' —div(d®(u) Ve) = éqt,

dvu=q"—q~, u=-—

d°(u)Ve-v =0, cl=o= c,

ol d°(u) = (di — d;) 44T + di[u] /.

Définition. Un couple (p, c) est solution faible du probléme (limite) (Po) si :
(i) p € L>(0, T; H(Q)) et p est solution de I'équation de la pression
(i) c € L=®(Q7), 0<c(x,t) <1, |u*?Vce (L2(Qr),

{cOp+cu-Vo—d°(u)Vc-Vy—cq p}dxdt
Qr

:_/ 6q+<,0dxdt—/co(x)c,o(><70)dx7
Qr Q
pour toute fonction @ dans C*(Q1) & support compact dans Q x [0, T|.



Théoreme. Il existe des suites extraites de (p®), (u®) et (c), et des fonctions
p, u, et c tel que, quand ¢ — 0,

p° — p fortement dans L*(0, T; H'(Q)),
u® — u fortement dans (L*(Q7)),
c® — ¢ dans L™ (Q7) faible-x,

¢ u° — cu fortement dans (L*(Q7))°,

et le couple (p, ¢) est une solution faible du probléme (P, ).

La suite est consacrée a la démonstration de ce théoréme.
On établit les estimations suivantes, indépendantes de ¢.
(i) La suite (p°) est bornée dans L°°(0, T; H'(Q));

(i) (VEVc©) et (Juf|? Vo) sont bornées dans (L2(Q7))?, (u° - Vc°) est
bornée dans L2(0, T; L*3(Q)) et (d(u®) Vc® - Vc©) est bornée dans
LQr);

(iii) la suite (p°) est bornée dans L*(0, T; W>*/3(Q)) et (u) est bornée dans
(L2(0, T; WH()))”.



Démonstration

(i) Immédiate.
(ii) On multiplie I'équation de la concentration par c® et on intégre sur Q. On
a (en utilisant 0 < ¢°(x, t) < 1)

/| - V) |dx<6/|u||VC|dx+ 5/\u5|dx7
Q

pour tout & > 0. On obtient alors, en utilisant la propriété du tenseur d(u),

2dt/| Pdx+ (de— 06 /|u\|Vc|dX

+a/|Vc£|2dx§—/|u€|dx+/2|q+\dx.
Q 40 Jo Q

En choisissant & petit, on obtient que les suites (|u®|'/? Vc®) et (/e Vc©)
sont bornées dans (L*(Q27))¢.



Comme
lu® - Ve®| < o] [VeT| = w2 w2 | Ve,

par Holder, (u° - Vc©) est bornée L3(0, T; L*/3()), donc (d(u®) Vc* - V) est
bornée dans L'(Q7).

(iii) On a

—Ap° = —p(F)u" -V + () (g7 —q),
ut v, =0, /pr(x7 t)dx =0,
d’ol, en utilisant un résultat de Grisvard,

(p°) est bornée dans L*(0, T; W>*/3(Q)),
(uf) est bornée dans (L*(0, T; W*/3(Q)))".

Conséquence

Il existe des fonctions p, u, et c et des suites extraites, tel que,
p° — p dans L>(0, T; H'(Q)) faible-x
u® — win (L(0, T; L*(R))) faible-x

c® — c dans L*™(Q7) faible-x.



On réécrit I'équation de la concentration sous la forme
e +div(cCu® —d(W) V) +cfqg =¢éq”.
On a donc, au sens des distributions,
d:c +div(cu) —divd + cq~ = &g,
ol, pour des suites extraites,

c*u® — ¢ dans (L0, T; L*(Q)))? weak-x,
d(u°)Vc® —d faiblement dans (L*(0, T; L*/3(Q)))".

Etude du passage a la limite quand ¢ — 0

On montre d'abord que, pour une suite extraite,
c“u — cudans (L(0, T; L*(R)))? faible-+,

c'est-a-dire cu = cu. Pour cela on utilise le lemme de compacité suivant
(Kazhikhov).



Lemme. Soit V, W, Vi des espaces de Banach tel que
DQCV cCcwWwcD'(Q), V cVcD(Q),

avec injections continues, l'injection V. C W étant compacte. Soit (), (5%)
des suites tel que (pour1l < p < o0):
(af) est bornée dans LP(0, T; V),
a® =« in LP(0, T; W) faible,
(B8%) est bornée dans LY(0, T; W'),
B° — B dans L0, T; W') faiblement pour q > ﬁ,
(8:8°) est bornée dans LP*(0, T; V{), 1 < p1 < oo.

Alors, on peut extraire des sous suites tel que

a® 5 — ap dans D'(Qr).



On utilise le lemme de Kazhikhov avec
V= W174/3(Q), W = L4/3(Q), Vi = ‘/‘/1,4(£2)7
of =u°, fB°=c".
On a
(u) est bornée dans (L*(0, T; V))?,
u® — u dans (L*(0, T; W))? faible,
(8:c%) est bornée dans L*(0, T; V'),
c© — c dans L*(0, T; W) faible.
D'oli cu = cu.
On montre ensuite que la fonction limite u vérifie

1

u= f@Vp.



Démonstration de la relation précédente

Il existe i et p—1 dans L*°(€27) tel que, pour des suites extraites,

1 1
— —— dans L>(Q7) faible-*.
ples)  pa ()

u(c®) = o et
En multipliant I'équation de la concentration par 1'(c®) on obtient
Bep(c™) + /()" - Vo + /() " q"
— div(p(c?) d(u®) Vc°)
=u"(c)d(W") Ve -V +p/(c) éqh.

Le second membre est borné dans L*(Q7), donc (d:p(c®)) est borné dans
L2(0, T; (W"*(Q))"). En utilisant le lemme précédent, on obtient pour une
suite extraite,

—Vp® = p(c)u® —=u  dans (L0, T; L*(Q)))? faible-x.

Ceci donne 1 u = —Vp.



En considérant la suite 1/u(c®) (vérifiant une équation similaire a celle de
1(c%)) on obtient Ty = p_1 u.

La convexité de p donne @ > u(c) et la convexité de 1/u donne
1/pu—1 >1/p(c). Donc i > p(c) > p—1 et finalement
pu=p(c)u=pu=-Vp.
oy gy — 1
D'ou u = o) Vp.
On montre ensuite les résultats suivants.
Pour des suites extraites, on a

) Vp° — Vp fortement dans (L*(Q7))?;

i) u® — u fortement dans (L*(Q7))%;

iv) uf-Vc® —u-Vcdans 20, T; L*3(Q)) faible;

(i

(

(iii) ¢® u® — cu fortement dans (L*(Q7))%;

(

(v) On pose, pour ¢ € C'(Q7) a support dans Q x [0, T,

De (o) = A d(u®)Vc® - Vepdxdt
T

e D1 (@) + (di — di) D5 () + di D5 (),



avec
Di(p) = e Vc® - Vodxdt,
Qr

eT

Dg(go):/ LoV Vpdxd,
Qr |we]

Ds5(p) = /Q |uf| Vc* - Vi dxdt.
T

Alors
D*(¢) — D°(¢) = d’(u) Ve - Vo dxdt.

Qr

Démonstration des points (i)—(v)
(i) La fonction u vérifie

dvu=gqt—q7, u= fin, u-v=0surlrT.
u(c)
On a aussi
div(u® — u) = 0.

Apres multiplication par p® — p et intégration sur Qr, on obtient

(u® —u) - V(p° — p)dxdt = 0.
Qr



On peut alors écrire

(<)

:/QT (ﬁ* ﬁ) Vp- V(p° — p) dxdt
= /QT (u8 + ,u(i“f)vP) - Vp dxdt

+/ in -V(p® — p) dxdt.
Qr

1 <
/ ———|V(p° — p)|® dxdt
Qr

p(c)

Le terme de droite tend vers

1 1
[ EE R
Qr u(e) = pa
et ce terme est 0 puisque p(c)u = p—1u = —Vp. On déduit alors facilement

().



(i) La suite (u(c®) u) converge dans (L*(Q7))¢ faible vers u(c)u. On a

p(c®) = pu(e) = (¥ = )/ (e) = 5 (¢ — )" (d),

N =

avec d® € (0, 1), et aprés multiplication par u,

u(e)u — p(e)u— (¢~ ' ()u =3 (¢ — ) " (d)u.

Le terme de gauche tend vers 0 dans (L*(Q7))¢ faible, donc aussi le terme de
droite. D'ol

/ w'(d°) (¢ — c)’u - udxdt — 0.
Qr
La stricte convexité de u implique

/ (¢ —¢)’u-udxdt— 0,
Qr

donc (c€ u) converge fortement dans (L2(Q27))? vers cu. Il vient aussi que
(14(c®) u) converge fortement dans (L%(Q7))? vers u(c) u.

En écrivant
u(c) lu® —ul = [u(c®) u® — pu(c”) u
< Ju(e)u® — ple) ul + | (u(c) — p(c”)) ul
=|Vp" — Vp| + [ (u(c) — p(c%)) ul,
o



on déduit que (uf) converge fortement dans (L*(Q27))? vers u, d'ot (ii).
(iii) En écrivant
cfut—cu=c"(u°—u)+(c —)u,
on obtient que (c° u®) converge fortement dans (L?(Q7))? vers cu. D'ou (iii).
(iv) Avec I'équation de la pression on a
u® -V =div(ctu®) — (gt —q7).
Passant a la limite, on déduit (iv).
(v) On montre que la suite (D (¢)) est bornée, ce qui implique

lim /eDs (¢) = 0.
e—0

On écrit D5 () sous la forme

£

u® u
D5 () = Vel Vi dx dt.
)= [, i T

On montre que (u®) est borné dans (L"(Q7))9, avec r > 2. On introduit

ensuite la fonction W définie par W(v) = nSiv#Oet WY(v) = 0 sinon. Puis

on montre que W(u®) — W(u) p.p. dans Qr, et que (W(u®)) est borné dans

(L (Qr))”.
o



Ensuite on montre (pour une suite extraite) que
W(u®) — W(u) fortement dans (L*(Q27))7,
ce qui implique
W(u®)- Vo — W(u)- Ve fortement dans L*(Q7).

On a aussi (pour une suite extraite)

1/2 1/2

|u®]* = |u fortement dans L*(Q7).

Notons
£ =Ww)- Ve,

de sorte que
56‘U5|1/2 — U Vo

La suite (£°) est bornée dans L?(Q7). Alors il existe £ € L?(Q7) tel que, pour
une suite extraite, £€& — £ dans L*(Q7) faible. On en déduit que

Iim0 D;(p) = EV(u) - Vi dxdt.

e—

Qr



On vérifie ensuite que

(u-Ve)(u-Vo)
||

I

EW(u)- Vo =

d’'ou il résulte que

N
lim D3 () = / U Se. Vi dxdt.
E—r

or |ul

Pour déterminer la limite de D5(¢) on introduit la suite
£ = U2V e,

de sorte que

Dip)= | € (lu* [V o) dxdt.
T

Il existe & € (L2(Q27))? tel que, pour une suite extraite, £ — £ dans (L?(Q27))¢
faible. On a ensuite

lim D5(¢) = [ & (lu"*V)dxdt.
e—0 Qr



Pour caractériser £ on écrit
ufEs = u-5|u5|1/2VcE
= "V (U — et VPV, 1<i<d.
On montre que
|2V (cFuf) — |u'?V(cui) dans (D'(Qr)),

et
M2V uf — clu|?Vu; dans (D'(Qr))°.

On déduit ensuite que

I|m Ds(p) = / |u|Ve - Vi dxdt.
Qr

On conclut que

e—0

lim D°(¢) = /do(u)Vchadxdt.
Qr

La démonstration du théoréme d'existence d'une solution faible du probleme
(Po) s'ensuit.



