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On considére un fluide visqueux incompressible remplissant un domaine
horizontal infini, limité en-dessous par une paroi lisse P et au-dessus par une
paroi rugueuse R..

R- est un plan couvert d’aspérités périodiques dont la taille dépend d'un petit
paramétre £ > 0. Son profil est

nt) = (1405 )

avec 7 périodique de periodes /1 et b par rapport a xi et xo, et 0 < a < 1.

Le domaine du fluide est
O: = {(x',x3) € R®: X' €R? b(x') <x3 <1ne "},
ol x" = (x1, x). O est limité inférieurement par
P = {(X/,X3) eER¥: X eR? x3= b(x/)},

et supérieurement par R. = 00\ P.
La fonction b est périodique de periodes h et h par rapport a x; et xo.



On note u. et p., respectivement, la vitesse et la pression dans O, et u, p les
limites de uc, pe, quand € — 0. Généralement, ces limites ne sont pas des
approximations satisfaisantes de u. et p., au voisinage de la paroi rugueuse.
Dans le cas a > 0 on montre que

lus = ulli = O(=2),  llp: = pllz = O(e?)

Notre objectif est la construction d’une approximation asymptotique d'ordre 1.
On consideére ici le cas a = 0 (trés fortes oscillations).
Soit 0 < aj < bj <l;, i=1,2. On note

S=(0,h) x (0,k), S=(a,b1)x (22,b2), S:-=¢S, 5 =¢5,
et soit 7 la fonction S.-périodique définie sur S. par
i si x' €8S,
h si x' € 5.\S.,

avec /3 > l; > 0. On suppose que 1/¢ € N de sorte que 7). est aussi
S-périodique.



Ainsi O, est généré par des translations du domaine borné de R®
Q. = {x ER:X €S, b(xX)<x3<ne (x/))}

On note

P = {XZ (X,,X3) ER}: X €S, x3= b(xl)}7
L= {x =(x',xs) € R®:x' €0S, b(X)<xs<ne (x)},

et R. = 09\ (PUL).

La vitesse u. et la pression p. satisfont les équations de Stokes stationnaires :

—vAu: +Vp. = f dans €.,
V-u=0 dans €.,
u-=0 sur R,

u- =g sur P

/ Pe dX:07

ou f et g sont des fonctions régulieres données.




FIGURE — Domain Q.




Considérons d'abord le cas d'un écoulement longitudinal.
Ecoulement longitudinal

Soit 0 < a1 < b1 < & et soit 1. une fonction eh-périodique définie sur (0,eh)
par
/3/ if X1 € (821’Eb1),
ne(x1) =
I if x1 € (0,8/1)\(&‘31,€b1),

avec /3 > 5 > 0. Comme 1/e € N, la fonction 7. est aussi périodique de
période f. Alors O, peut étre vu comme généré par des translations
périodiques du domaine

{x €ER*: 0<xi<h, b(x1) <x3 <1 (xl))}

L'écoulement longitudinal est décrit par la vitesse v. de la forme v. = (0, u.,0)
(et la pression p. = 0) ol u. vérifie



Au. = f dans Q.,

u: =0 sur R,

ue. =g sur P,

u.  h-périodique par rapport a xi,

Q. est la section bi-dimensionnelle

Q. ={x=(ax) ER:0<x <h, b(xa)<x3<ne(x)},
P = {X = (X1,X3) € R’:0 <x1 < h, x3= b(Xl)},
L= {x: (x1,x3) €R® : x1 =0, b(0) < x3 < 77(0)}

U {X = (x1,x3) €ER*:x1 = h, b(h) < x3 < n(/l)},

et R. = 0Q:\ (PUL), 09, étant la frontiere de Q..



Figure 1: Vertical section of the domain Q.



Les problemes aux limites dans des domaines a frontiere oscillante,
particulierement dans le cas ou la fréquence et I'amplitude des oscillations de la
frontiere sont du méme ordre ¢, ont été étudiés, du point de vue de
|"approximation asymptotique, par plusieurs auteurs :

Y. Achdou, O. Pironneau, F. Valentin

G. Allaire, M. Amar

Y. Amirat, D. Bresch, J. Lemoine, J. Simon
Y. Amirat, G.A. Chechkin, R.R. Gadyl'shin
A.G. Belyaev

G.A. Chechkin, A Friedman, A.L. Piatniski
AM. II'n

W. Jager, A. Mikeli¢

O.A. Oleinik, A.S Shamaev, G.A. Yosifian



On s'intéresse a |'approximation asymptotique de la solution du probleme

—Au. = f dans Q.,
ue=0 sur R,
u.=g surP,

us € Hrl,er(Qg).

Ici, f est une fonction réguliére, g est une constante donnée (on pourrait
prendre une fonction réguliere, h-périodique),

D. = {x = (x1,x3) 1 x1 €R, b(x1) < x3 <ne(x1)},
et, pour m > 0,
H;Ter(QE) = {u S HIZC(DE); uc Hm(QE)a
u(xi+h,xs) = u(x1,x3), x3 € (b(x1), b)},

muni de la norme de H™(.).



Convergence

On note
QF ={(ax) € h<xs<h},

Q+ = (07 ll) X (/37 /3(),
Q7 ={(x,x3) € Q: b(x1) < x3 < h},

2= (07 /1) X {/3},

Q=0 uQtuzx.

On suppose que b est Lipschitzienne et f € L*(Q).

Notons
v 0 dans QF,
Tl u” dans Q°,
ol u~ est I'unique solution du probleme :
—Au” =f dans Q7,
u” =0 surX,

u~ =g surP,
uT € HL (7).



Proposition. Soit u. le prolongement par zéro de u. dans Q. Alors

G. — u  fortement dans H' ().

Ce résultat de convergence a été obtenu dans un cadre plus général des
problémes d’optimisation de forme, voir O. Pironneau, Springer (1984).

Décroissance exponentielle
Pour construire une approximation asymptotique de la solution u., on considére
un probléme aux limites auxiliaire dans un domaine vertical infini de R?.
Soit
A" = (a1, b1) x (0, +00), A~ =(0,h) x (—00,0).

On note 3* les fonctions définies par
v e HY(AT),
¢_ € Hlloc,pcr(/\_)7 V¢_ € LQ(A_)7

vérifiant



Ayt =0 dans A%,

Pt =0 sur ONT\T,

P~ =0 sur ((0,a1) U (b1,h)) x {0},
Yt =~ sur T,

ot oY~

3y~ Oy +1 surl,

oul = (al,bl) X {0}
On note 8 la moyenne de ¥~ sur une section horizontale de A~ :

1
B = E ’l/’ (y17_6) dyl’ NS (0’+OO)
0



Y

Figure 1: Vertical section of the domain A



Proposition. |l existe une unique solution ¢ (= ¢* dans A*). De plus :
@ la constante [ est indépendante de 0 ;

o pour tout @ € N? et pour tout § € (0, +00), il existe deux constantes
positives ¢ et c,,s tel que

100" (y1,3)| < cas €™, (n1,¥3) € (a1, b1) X (6, +00) ;

e pour tout @ € N? et pour tout § € (0, +00), il existe deux constants
positives ¢ et c,,s tel que

|0%(¥™ = B)(y1,¥3)| < cas €™, (y1,y3) € (0,h) x (—00, =0).

Ces estimations sont dites du type de Saint-Venant, voir J.L. Lions Science
Press, 1981.
Notons que (¢~ — B) € Hier(A7).



Corollaire. Il existe deux constantes positives ¢ and C, indépendantes de ¢, tel

que
+ X1 X3—/3
/Q;w (? £ >
/ -(xosohk)
v ) B
— g €
IEE)
Q:\B: e’ €

ot B. = (0,h) x (5 —¢,3+¢), et ¢ est la fonction define par ¢ =1~ dans
A" et =T dans AT,

2
dx < Ce,

2
dx < Ce,

2
dx < Ce7§7




Développement asymptotique formel

On cherche un développement asymptotique de u. dans Q™ de la forme

—
uz (x) =u"(x)+eu (x) +e¢~ <x7 %7 %) I
ol ¢~ = ¢~ (x,y1,y3) est h-périodique par rapport a yi.
On impose Au; =0 dans Q™ et Ay¢~ =0 dans A™.

x3— I3

. X1
Au voisinage de x3 = 3, en posant y; = = et y3 = on a

u G 30) = G — B) G, ) + O((xs — 1))

0
= 6)/38%(3(& )+ O(e* ).

Ceci suggere de choisir ¢~ de la forme

¢ (X, y1,y3) = %(Xh B) ¥~ (y1, y3)-

Notant 8 = limy,——oc ¥ (y1, ¥3), ON impose

_ 0
up (x1, ) = ﬂai)@

(X17l3)7



de sorte que
c =u . 8U7 - X1 X - /3 —_ PN
ug (x) = u™(x) +euy (X)+687X3 (x1, 5) (1/1 (;’T) 5) +

De facon similaire on cherche un développement de u dans Q! et on raccorde
les deux développements a l'interface x3 = k.

Correcteur de couche limite
Hypotheéses pour la régularité de u™ :

f € Hper(Q7)NL2(Q), b€ Hper(0, h).
Alors u™ € H,, (27) € C* (7). Soit w a fonction définie par
0 dans QF,
W= { w~ dans Q7,
ol w™ est |'unique solution dans H:..(Q7) de

Aw™ =0 dans Q7
_ ,0u”
- 8X3
w =0 sur P.

w sur X,

Grace aux hypotheses sur f et b, ona w™ € C3(Q").



Théoreme. I/ existe une constante positive c, indépendante de ¢, tel que

lue = ulliniooe,) < €6

pour ¢ suffisamment petit, ol B = (0,h) x (b —¢,k +¢€).
Si de plus f = 0 dans Q, alors il existe une constante positive c, indépendante
de ¢, tel que

3
lue — u—ewll g gy < ce?,

pour € suffisamment petit.

Pour démontrer le théoréme on introduit les fonctions suivantes.
Soit w des fonctions de H*(QY) et H3..(Q7), respectivement, vérifiant

Awl =0 dans QF,
Aw. =0 dans Q7
wS =0 sur R:\X,
w, = 8L sur RN X,
(9X3
w, =0 sur P,
wh=w. - ou” sur T\ R,
£ : £ 8X3 £
ow, ow,
£ == Y\R..
8X3 8X3 sur \



Soit 7. la fonction définie par

T dans QF,
Te =
7. dans Q7,
avec

Ou x1 x3— I
+ + +
TS =Us—ew, —¢ (x1, k)¢ , ,
0x3 5 €

_ _ _ ou™ _(x1 x3—Hh
Te Ue —U —&EW, — —€ Ox3 (X17/3) <'¢) (?7 c ) _ﬁ) )

et on note p. la fonction définie par p. = p¥ dans QF, avec

ow™ x1 x3—h
+ +_ow Ryt (XL 8T8
pe=wl —ep (x1, )9 (5’ . ),

hS)
o
I

_ _ ow™ _[(x1 x3—£h
We —w —¢€ %3 (x1, )% <?’T)



La démonstration du théoréme sera une conséquence directe des deux
propositions suivantes.

Proposition 1. I/ existe une constante positive ¢, indépendante de ¢, tel que
[I7ell ey < €&

pour € suffisamment petit.
Sif =0 dans QF, alors

3
HT€||H1(QE) <cez,

pour € suffisamment petit.

Proposition 2. I/ existe une constante positive ¢, indépendante de ¢, tel que

loell o,y < ce,

pour € suffisamment petit.



Idée de la démonstration de la proposition 1.

Compte tenu des conditions aux limites de u., u, ¥* et wX, et des conditions
de saut des dérivées normales de 9T, on a

AT, = (X1, l3)¢+ (Xl A - 13)
82U7 X1 X3 — /3
—2e—— (x1, + =5
EaX1aX3 (Xl’ 3) <1/] ( e
—f dans QF,

. 83U7 _(x1 x3—£h
o = e o) (v (2:252) -9)

%u~ 0 _(x1 x3—£h _
_2€8x18><3 (x1, B) ™ <1/) (;, — ) —p] dans Q™.




O
ne ou™ _ X1 b(Xl) - l3
Telp = _887><3 (x1, ) (¢ (?7 - -8,

X1 /3 — /3
Tisgﬁ((U,ll)xlé) = (X15/3)¢ ( - .

Posons

T (x1,x3) = *58(% (x1, B) (w‘ (X;l, %) - B) mi(x3),

- X1 /3/;—/3

72 (x1,x3) = —588%3 (x1, )" (*, 7) ma(xs),

3 9



ol my, my sont des fonctions de troncature vérifiant

0 ife>MEh

mlt) = M+
1 ift<%7

1 if t >

b+

2 b

my(t) =
/
0 ifr<3Bth
4

et ol M = maxb. On vérifie que 7. — 72 — 72 € Hpcr (), et s'annule sur
R-UP.

Alors, en multipliant I'équation de A7, par 7 —

72 — 72 et en intégrant sur .,
on obtient



/ | V7| dx
Qe

= V7 Vrldx + | V7.Vridx
Q- of

Pu~ _(x1 x3—Bh 1
te /Qf Ox20x3 (. b) <¢ (?’ 5 ) B ﬁ) (TE B TE) dx
&u~ 0 _(x1 x3—h 1
+2¢ /97 o (x1, k) X <1/J (;, — ) - B) (7‘6 - 7'5) dx

3
(x1,B) " (ﬁ, L7I3> (Te - 7'62) dx

3 3

+e | o
Q;r 8X126X3

82U_ 8 X1 X3 — /3
2 e v + Al AT B _ 2
+2e o Do (x1, ) ” (¢v ( 2 )> (T6 7'5) dx

+/Q;f(7'577'€2)dx.



On estime chaque terme du second membre de I'égalité précédente.

Grace 2 la décroissance exponentielle de (v~ — 3) et %™, on a
c

orl -= orl _c _
1< Ce ¢, 1< Ce = dans Q,

8)(1 8)(3
or? _c or? _c .
Te < Ce =, Te < Ce = inQf.
o0x1 0x3

Pour les deux premiers termes du second membre, on a

VTGVTE dx + / VTGVTe dx

< Ce ¢ ||V
o- || H(LZ(Q )

On montre que chacun des termes suivants (sauf le dernier) est inférieur a

3 _<
C (52 HVTEH(Lz(QE))z +e 5) .

Pour le dernier terme, on montre que

/+f(7'5—7'6)dx
Q2

< C(€||VT€H(L2(Q ) +e—£).



On arrive a
2 _c
HvTEH(LQ(QE))Z =cC ( IIVTEH(LZ(Q ))? t+e E) )

et par suite
HVTEH( )2 < CE

On conclue en utilisant I'inégalité de Poincaré.

Si f = 0 dans Q", on obtient

3 _<
||v7'eH(L2(Q ) 2 < C (62 HVTEH(LQ(QE)f + e a) .

Par suite .
3

HVT5||( )2 < C€

et on conclue encore, grace a I'inégalité de Poincaré.



La démonstration de la proposition 2 s'obtient de fagon analogue.

Démonstration du théoréme. On remarque que

Ue — U—EW =T +€pe + g dans Qq,

ou
ou~ L (X x3— I
0% (1, 5) ¥ <;’ € )
+€28W (xa, )" (ﬁv ﬂ) dans Q7
Ox3 € €
8e =
ou~ _(x x3—1Is
Ja / 8T BY
68X3(X1,3)<1/) (6, . ) 5)
ow™ _(x1 x3—Kh _
27 —_ —
+e o (x, B) v (5’ . ) dans Q,

on obtient ensuite le résultat.

Conclusion. On a une estimation globale y compris dans la couche limite B: :

3
lue —u—ew — gell gy < ce?.



Ecoulement de Stokes

La vitesse u. = (Ue1, Ue2, Ue3) €t la pression p. Vérifient les équations de Stokes
—vAu: +Vp. =f dans Q.,
V-u.=0 dans Q., 1)
ue=0 sur PUR.,
(ue, pc) S-periodiques (en x'),
ol le terme source f est dand (L° (Q))3, avec
Q={(x,x)eR®: X €S, b(xX)<xs <k},
representant le “domaine limite” quad ¢ tend vers zero.

L'objectif est d'étudier le comportement asymptotique, quand ¢ tend vers 0, de
la solution (uf, pc) e (1) vérifiant [,_p- dx =0, ol

_{x’ x3)eR?: X' €8, b(x')<X3<l3}.
A I'aide de correcteurs de couche limite, nous construisons une approximation
asymptotique de la solution (u., p:) du systéme de Stokes dans ..
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Notons que dans les travaux ci-dessus, |'amplitude et la fréquence des
oscillations sont du méme ordre . Alors que dans le présent travail on étudie le
cas d'oscillations tres fortes : I'amplitude est fixe (indépendante de €) et |a
fréquence est d’ordre ¢.

Convergence

On suppose que la fonction b est Lipschitzienne. Notons
Q ={(x,x) € h<xs<h}, T=Sx{k}.
Pour m > 0, on introduit I'espace
H%:(Q:) = {v € H'(A) pour tout ouvert borné A C O,
v(x + (h,0,0)) = v(x + (0, k,0)) = v(x) p.p- x € O:},

ou O, = {x =(x',x3) € R3: x' € R?, b(x') < x5 < ns(x/)}.
Soit (ue, p-) I'unique solution dans (Hpe,(Q:))? x L*(Q:) du systeme

—vAu: + Vp:. = f dans Q.,
V-u. =0 dans Q.,
ue =0 sur PUR:.,

/ ps dx =0,
ot f € (L3(Q))%.



Soit (u™,p7) € (Hper(27))® x L*(27) I'unique solution de
—vAu” +Vp~ =f" dans Q7,

V-u~ =0 dans Q7,
um =0 surXUP,

/ p dx =0,

{ 0 inQF,
u=

ol f~ = fio—, et soit

um inQ.
En utilisant des techniques variationnelles classiques et le théoreme de Bogovski
on montre le résultat de convergence suivant.

Proposition. Notons . le prolongement par 0 3 Q de u.. Alors, quand € — 0,

U. — u fortement dans (H'(Q))?,

pejg- —» p~ fortement dans L2(Q7).



Décroissance exponentielle

Pour construire une approximation asymptotique de la solution (ue, pc), on
considére un probléme aux limites auxiliaire dans un domaine vertical infini de
R3.

Soit AT =S x (0,400), A~ =S x (—00,0), I = S x {0}.

Ys

Figure 1: Vertical section of the domain A




Pour chaque i = 1,2, on définit les functions (W"* M"*) et (W"~ N"7)
vérifiant

Wit e (HH(AY)), N e LR (A1),

W € (Hioe, per(A7))*, VW™ € (L2(AT))°, M7 € Lie(A7),

—vAVE L VNP E =0 dans A%,
VWit =0 dans AT,
Wit =0 sur OAT\T,
Wi~ =0 sur (S x {0\l
Uit =wh= sur T,
o(W"H N )n= oW, N"")n+rve surl,
N~ dx =0,
A—

Hige, per(N") = {v € H'(N') pour tout ouvert borné A C R? x (—o0,0) :
v(x + (h,0,0)) = v(x + (0, h,0)) = v(x) pour p.t. x € R* x (—00,0)},



e' =(1,0,0), e =(0,1,0), o(V,N) = —M 14 2v e(¥), | est la matrice
identité 3 x 3, e( ) = %(V\IJ +( W)T), et n est la normale unité sur I

extérieure a A~ (0,
On note 8’ la moyenne de W~ sur une section de A~
i 1 i—
50 =5 [V 5 e 0r)
s

ot y' = (y1,y2).

Proposition. Pour chaque i = 1,2, il existe une unique solution (W', M) du

systeme de Stokes précédent. De plus,
(i) le vecteur B’ est indépendant de 6, et 85 = 0;

(ii) pour tout o € N* et § € (0,+00), il existe deux constants positives c et

Ca,s tel que

O (V" = B ya)|+

Tt (y',ys)‘Jr '8aﬂi’+ (y’,ys)' < Case ™, Y(y',ys) € S x (6, +00),

N (y, ya)‘ < Case™, Y(y',ys) € Sx(—o0

,—d).



Développement asymptotique

On suppose que
b S Hser(s)a f|§2* S (ngr(Q_))37 f\'fﬁ =0.
Soit (w™,q7) € (Hper(27))% x L2(Q7) I'unique solution de

—vAw™ +Vqg™ =0 dans Q7
V-w™ =0 dans Q7,

w- =B suri,

w- =0 surP,

/ g dx=0,

! 87 ! i !
B(x)= 3> Gk B, X €S,

ou

et B’ est la moyenne de W~ sur une section de A~. On pose

0 dans QF, 0 dans QF,
w = qg=
w~ dans Q7, g~ dans Q,



& (x) = Z 6)(3 (X B) Wi+t (X?, B ’3) dans QF,

€

ge(x) _ i=1,2 B ' )
() = Y GE 0 k)W (£,5925) ~ B(x) dans @7,
i=1,2
05 (x) = > (', by M (7 Xa;'a) dans QF,
0.(x) = ,
0- (x) = Z o (x B)nh= (L X3€—I3) dans Q7
i=1,2

oti, pour i = 1,2, (W, 1) est I'unique solution du systeme de Stokes dans A.

On établit le résultat suivant.

Théoréme. |l existe une constant C, indépendate de ¢, tel que, pour tout

v > 0 et ¢ suffisamment petit,

3
lue = u—ew — e&el| g,y < Ce27”

?

p-—p —eq — (92 — o Jo- 0 dX)

< Ce277,
2@-)



